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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Без знания .математики нельзя понять ни 
основ современной техники, ни того, как ученые 
изучают при родные и социальные явления. 

А.Н. Колмогоров 

Настоящая книга является второй час1ЪЮ учебного 

пособия по дисциплине «Высшая математика»; первая 
час1Ъ вышла в свет отдельно несколько ранее [1]. 

Во второй части в доступной форме для экономиста 
- бакалавра излагаются традиционные разделы матема

тического анализа, такие как введение в анализ, диффе
ренциальное исчисление, интегральное исчисление, чи

словые и функциональные ряды, а также первоначаль
ные сведения теории дифференциальных уравнений. Ра
бота адресована бакалаврам всех направлений области 
образования «Экономика» и написана в соответствии с 
требованиями государственного образовательного стан
дарта. 

Автор при написании учебного пособия руководство

вался принципом повышения уровня фундаментальности 
подготовки студентов - бакалавров с усилением ее при

кладной экономической направленности. В пособии 

приводятся доказательства большинства теорем, имеются 

указания приложений многих вопросов, рассматривае

мых в экономике. 

Каждый параграф завершается, переченем ключевых 
слов и словосочетаеий, вопросами для самопроверки и 

задачами для самостоятельного решения. 

Автор выражает глубокую признательность за советы 
рецензентам х. А. Абдуваитову и А. Р. Роишеву. 
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ГЛАВА v. ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ 

1. Логика и логические символы 

Любая наука, в том числе математика, СОСТОИТ из не
которой системы угверждениЙ. Истинность каждого из 
них достигается с помощью логических средств. Изуче

ние логических средств является предметом логики. Ис
ходным понятием логики является понятие высказыва

ниия. 

Под высказыванием понимают всякое угверждение, о 
котором имеет смысл говорить, что оно истинно или 

ложно. Примерами высказываний могуг служить следую
щие угверждения: 

1. Сумма внугренних углов треугольника равна 1800. 
2. Число 95 - простое. 

3.5> 19. 
Утверждения 1 и 3, как известно, истинны. Утверже

ние 2 ложно, так как число 95 - составное; оно имеет 

более двух делителей: 1, 5, 19, 95. 
Таким образом, каждое высказьmание или истинно, 

или ложно; одновременно быть истинным и ложным вы

сказывание не может. 

Любое рассуждение состоит из цепочки высказыва
ний, вытекающих друг из друга по определенным прави

лам. Предположим, что имеется некоторая совокупность 
высказываний, называемых исходными (или элементар
ными). Исходя из этих высказываний, с помощью так 
называемых логических операций строят новые (слож
ные) высказывания. Ниже приведем описание этих опе

раций. 

Импликация. Будем говорить, что высказывание А 

имплицирует, или влечет, а также имеет следствием вы-
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сказывание В, если В справедливо всякий раз, как спра

ведливо А. и будем записывать А ~ В. Если, в свою оче
редь, В влечет А, то высказывания А и В называются 

эквивалентными; это записывается А <=:} В. Тогда в любом 
рассуждении одно из ЭТИХ двух высказываний можно за

менить другим. Если А <=:} В. то будем говорить, что А 

есть необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
имело место В. Иногда также символ ~ вместо 8JIe.eт 

читается как такой, что. 

Равенство. Равенство изображается символом = и 
имеет в матеМа1ике многообразный смысл. 

1 о. Равенство выражает тождество; х = у означает, что 
х и у не различаются. Так пишут 1 = 1 . 

20. Равенство может быть лишь условным; такой 
смысл имеет равенство между двумя частями уравнения. 

Если записано ах = Ь, то это равенство имеет место толь
ко тогда, когда х принимает конкретное значение. 

3 о. Знак = может служить для определения нового 

символа. В выражении «положим у = f(x»> знак = опре

деляет новый символ у по определенным ранее сим

волам х и / . Можно заметить, что обозначения 10 и 20 
представляют собой частный случай обозначения 30. Так, 
тождество х = у является также определением у, если 

известно х, а равенство ах = Ь определяет элементы х, 
для которых равенство справедливо. 

Кванторы. Иногда бывает удобно представить некото

рые словесные выражения посредством символа; так 

принято обозначать через V выражения: «ДЛЯ любоrо, для 
Кaж)J.оrо, ДJUI всех, каково бы ни было», а через ::J выра
жения: «существует, найдется». эти символы называются 

кванторами и присущи только математике, но не фор

мальной логике. 

Заметим, что V - перевернутая первая буква англий

ского слова АП (все), ::J - перевернутая первая буква анг
лийского слова Exists (существует). 
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Отрицание. Отрицанием высказывания А называется 

новое высказьmание, обозначаемое -,А, которое читается 

«не A~. 

Еще отметим следующее, что когда какое-то свойство 
не ВЫПОJlliЯется, будем говорить, что имеет место отри

цание этого свойства, и представлять этот факт сим
волом данного свойства, пересеченным чертой. Так, ут
верждение, что элемент Ь не принадлежит множеству 

t)!), записывается: Ь ~ t)!). Если q есть множество, кото
рое содержит элементы, не принадлежащие t)!), то q не 
является частью множества t)!) , что записьmается 

q CL t)!), или еще, tY!:) не содержит q, что записывается 
t)!) -:р q. Если какое-то высказывание не влечет некото
рое другое, то будем писать ф. Если же два высказыва

ния не эквивалентны, то будем писать ф. Отрицание ра

BeHcтвa при любом его толковании обозначается ":F и чи-

1'aeTcя «отлично от». 

КОН'ЬЮlU{ция. Конъюнкция, обозначаемая символом 

1\, заменяет союз «и»; запись А 1\ В означает, что имеет 

место высказывния А и В одновременно. 

Диз'Ьюнкция. Дизъюнкuия, обозначаемая символом 
v, заменяет союз «или»; запись А v В означает, что име
ет место хотя бы одно из высказьmаний А, В . 

Высказывание может бьггь записано при помощи ло
гических символов. Например, высказывание «Множе
ство с21 есть часть множества tY!:) означает, что все эле
MeНТbI из C2I являются элементами из t)!)~, посредством 
логических символов записьmается следующим образом: 

с21 с tY!:) ~ {'v' а Е C2I ~ а Е t)!) }. 
Часто, чтобы установить отрицание не которого пред

ложения, бывает удобнее пользоваться символической 
формой, чем языковой. Знаки с, Е, =, Л, (не следую

щие непосредственно за квантором) заменяются соответ

ственно на ct, ~, ":F, v; 'v' заменяется на :3 без измене
ния символа, к которому применяется квантор; заключе

ние заменяется его отрицанием. Так, отрицание выска-
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зывания, составляющего содержание предыдущего при

мера, записывается: 

d\ <1:-lYЮ <=;. {За Е СА =:> а ~ tYЮ}; 
словесно же оно гласит: «утверждение, что множество 

с2\ не есть часть множества t\'!), равносильно следую
щему: сущестнует такой элемент а из с2\, что а не при

надлежит l)!) ». 

2. Точные грани числовых множеств 

2.1. ВерXШUI и нlIЖWIЯ rpани числовоro множества 

Множество l)!) действительных чисел (t)!) с R 1
) назы

вается ограниченным сверху, если существует действи

тельное число с такое, что все элементыI множества t)!) 
не превосходят с, т.е. 

Зс Е R 1
: Vx Е t)!) =:> х ~ с. (1) 

Всякое действительное число с, обладающее свойст
вом (1), называют верхней rpанью числовоrо множества 
tYЮ. 

Аналогично множество t)!) с R 1 называется оrpани

ченным снизу, если 

Зс' Е R 1
: Vx Е t)!) =:> х :с с' . (2) 

Всякое число с', удовлетворяющее условию (2), назы
вают нижней rpанью множества t')!). 

Если числовое множество ограничено как сверху, так 

и снизу, его называют оrpаниченным, т.е. 

{t)!J - ограниченное множество} <=> 

<=> {Зс' Е R' Зс Е R': Vx Е t)!J ~ с' ~ х ~ с} . 

2.2. Определение точной верхней и нижней грани 

Пусть числовое множество l)!) ограничено сверху, 

тогда выполняется условие (1), а число с является верх-
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ней гранью множества t)!). Ясно, что любое число, боль
шее с, также является верхней гранью множества t)!). 
Таким образом, ограниченное сверху числовое множе
ство имеет бесконечно много верхних граней, среди ко
торых особую роль играет наименьшая. Речь идет о числе 
М, обладающем следующими свойствами: 

а) М-верхняя грань множества t)!); 
б) любое число М', меньшее М, не является верхней 

гранью множества t\'!:). 
Это число М будем в дальнейшем называть точной 

верхней гранью множества t)!). Сформулируем определе
ние точной верхней грани с помощью символов. 

Определенне 1. Число М называется точной верхней 
rpанью числового множества t)!), если выполняются сле
дующие условия: 

а) Vx Е t\'!:) ~ Х ::; М ; 
б) VM' <М 3хм, EtY!:J: Хи >М'. 
Точная верхняя грань числового множества t)!) обо

значается supt\'!:) (читается ~супремум~). Таким образом, 
{М = sup t\'!:)} ~ 

~ {Vx Е t)!) ~ х::; М} 1\ {VM' < М 3хм Е t)!): Хм' > М'}. 
3аме.ание 1. Число М = supt)!) может как принадле

жать, так и не принадлежать множеству tY!J. Например. 
если t)!) - множество чисел х таких, что 1::; х < 2, Т.е. 

tY!:J = {х: 1::; х < 2}, то supt)!) = 2 ~tY!J. Если ~ = tY!:J u {З}, 

то SUPtY!:Jl = 3 Е tY!:Jl' 
3аме.ание 2. Из определения точной верхней грани 

следует. что если у числового множества tY!J существует 
точная верхняя грань М, то она единственна. 

Определение 2. Число т называется точной НlDКllей 
rpанью числового множества t)!), если выполняются сле
дующие условия: 

а) VXEt)!)~x~m; 

б) Vm' > т 3х"., Е tY!:J: Хm' < т' . 
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Точная нижняя грань числового множества t)!) обо
значается inf lY!:} (читается «инфимум~). Таким образом.-

{nl=inft)!)}~ . 

<=> {Vx Е lY!:} => Х ~ т} 1\ {'17т' > т 3х"" Е t\!)' Х"" < т'} 

2.3. СYJЦествование точной верхней (НlI1КIIей) rpани 

Теорема 1. Если непустое множество действительных 
чисел lY!:} ограничено сверху, то существует suplY!:}; если 
непустое множество t)'!:) ограничено снизу, то сущеСТВует 
inf lY!:}. 

Теорема 2 (теорема об отделимости числовых мно
жеств). Если t)'!:) и v'v - непустые множества действи

тельных чисел такие, что для любого х Е t)'!:) И любого 
у Е ~ справедливо неравенство 

x~y, 

то суш:ествуют suplY!:} и inf lY!:}, причем 
'r/x Е lY!:} "Zv Е v'v => Х ~ supt\!) ~ inf ~::; у. (*) 

Замечание 3. Пусть ; - любое действительное ЧИсло 

такое, что 

suplY!:} ~ ; ~ inf ~. (**) 
Тогда из (*) и (**) следует неравенство 

x~; ~y, (3) 
которое справедливо для любого х Е t)'!:) И любого 

у Е ~. Про число ;, удовлетворяющее неравенству (3), 
говорят, что оно отделяет множество t)!) от множеСтва 
~. Поэтому теорему 2 часто называют теоремой об от
делимости числовых множеств. Условимся называть таКИе 
множества отделенными. 

При меры показывают, что в некоторых случаях число 
~ является не единственным отделяющим числом отде

ленных множеств. Например, в случае, когда множество 
lY!:} состоит из всех чисел, меньших 1, а ~ - из чисел, 

больших 2, то любое число из отрезка [1, 2] является от-
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деляющим. Из здравого смысла ясно, что для единст
венности отделяющего числа нужно, чтобы множества 

~ и vf сближались как угодно близко. Более точно 
справедлива следующая 

Теорема 3 (критерий еДИИС1Веннос1И отделяюш,еI'О 
числа). Число ;, отделяющее два отделенных множества 
~ и vf, единственно тогда и только тогда, когда вы
полнено следующее условие: каково бы ни бьшо положи

тельное число s > О, существуют два числа х и у, х Е t}!), 
у Е ~, для которых у - х < s (т.е. расстояние между х и 

у меньше е). 

3. Метод матема1Ической ивдyIЩИИ 

Во многих разделах математики приходится доказы

вать истинность высказываний А(n), зависящих от нату
ральной переменной, для всех значений этой перемен

ной. Доказательство истинности высказывания А(n) для 
всех значений переменной во многих случаях удается 

провести методом математической индукции, который 

основан на следующем принuипе. 

Высказывание А(n) считается истинным ДШI всех на

туральных значений переменной, если выполнены сле

ДУЮlЦИе два условu: 

1. Высказывание А(n) истинно для n = 1. 
2. Из пре~оложення, что А(n) ИС1Инно для n = k (где 

k - любое натуральное число), следует, что (\но истинно И 
для следуюш,еro .исла n = k + 1 (кратко это записывают 
так: A(k)~A(k+l». 

Этот принцип называтся принципом матема11lЧеской 

индукцИИ. Обычно он выбирается в качестве одной из ак
сиом, определяющих натуральный ряд чисел, и, следова

тельно, принимается без доказательства. 
Доказательство с помощью этого метода проводится 

следуюшим образом. 
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1 О. Доказываемое утверждение проверяют для n = 1. 
Эта часть доказательства называется базисом ИидylЩИИ. 

20. Доказывают справедливость утверждения для 

n = k + 1 в предположении справедливости утверждения 

для n=k, Т.е. доказывают, что A(k)::::}A(k+l). Эта часть 

доказательства называется индукционным шаrом. 

Пример 1. Доказать, что 
1 + 3 + S + .. ·(2n -1) = n 2

, 

или короче, 

S" =n 2
, где S. =1+3+S+···+(2n-J). 

Решение 

(1) 

1 о. Имеем SI = 1 = 12. Следовательно, утверждение вер

но при n = 1, Т.е. АО) истинно. 
20. Докажем, что A(k)~A(k+l). Пусть k- любое на

туральное число и пусть формула (1) верна при n = k, Т.е. 
S" =k

2
• 

Докажем, что тогда yrверждение справедливо и для 

следующего натурального числа n = k + 1, Т.е. что 

S"+1 = (k + 1)2. Действительно, 

Sk+l = (l +3 + S + .. ·(2k -1» +(2k + 1) = 
= S" + (2k + 1) = k 2 + (2k + 1) = (k + 1)2. 
Итак, A(k) ~ A(k + 1). На основании принципа мате

матической индукции заключаем, что предложение А(n) 

истинно для любого n Е N . 

что 

Пример 2. Доказать, что 

1
2 22 з2 2 n(n + 1)(2n + 1) + + +,,·+n = . 

6 
Решение 

10 П Ф о 1(1+1)(2+1) . ри n = 1 ормула верна: 1" = . 
6 

20. Предположим, что 
12 +22 +32 + ... +k2 = k(k+1)(2k+l) . 

6 

(2) 

Докажем, что формула (2) верна и при n = k + 1, Т.е. 
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12 +22 +32 + ... +k 2 +(k+l)l = (k + l)(k+ 2)(2k + 3) . 
6 

В самом деле, имеем 

12 22 з2 k 2 (k 1)2 k(k + 1)(2k + 1) (k 1)2 + + + ... + + + = + + = 
G 

(k + 1)(k(2k + 1) + 6(k + 1» (k + 1)(2k2 + 7 k + 6) 

6 6 

(k + l)(k + 2)(2k + 3) 
= 

6 
Значит, формула (2) верна для любого n. 
Во многих случаев бывает нужно доказать справедли

вость некоторого утверждения не для всех натуральных 

чисел, а лишь для "~p. где р - фиксированное нату

p(illbHOe число. Тогда принцип математической индукции 
формулируется следующим образом: 

если высказывание А(n) истинно при n = р И если 

A(k) ~ A(k + 1) для любого k ~ р, то высказывание А(n) 

истинно ДJIJI любого n ~ р. 
Иногда используется еще одна форма принципа ма

тематической индукции: 

если высказывание А(n) истинно для n = 1 и из тoro, 
что оно истинно для всех n < k, следует, '(то ОНО истинно 
И ДЛЯ n = k, то высказывание А(n) истинно ДJIJI любого n. 

Пример 3. Доказать, что если n ~ 2 ИХ> О, то спра-
ведливо неравенство 

(1 + х)" > 1 + их (3) 
(неравенство Бернулли). 

Решение 
10. При n = 2 неравенство справедливо, так как 

(1 + х)2 > 1 + 2х + х2 > 1 + 2х. Значит, А(2) истинно. 
20. Докажем, что A(k) ~ A(k + 1). если k ~ 2. Предпо

ложим, что A(k) истинно, Т.е. что справедливо неравен
ство 

(4) 
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Докажем, что тогда и A(k + 1) истинно, т.е. что спра
ведливо неравенсТБО 

(l + X)k+1 > 1 + (k + l)х . 

В самом ДСЛС, умножив обе части нсравснства (4) на 
положительное число 1 + Х, получим 

(1 + X)k+1 > (1 + и)(l + х). 

Рассмотрим правую часть последнего неравенства; 

имеем 

(1 + и)(l'+х) = 1 + (k + l)х + kx 2 > 1 + (k +])х. 

В итоге получаем, что (l + X)k+1 > 1 + (k + l)х . Итак, 

A(k) ~ A(k+l). 

На основании принципа математической индукции 
можно утверждать, что неравенство Бернулли справед
ливо для любого 11 ~ 2. 

r Упражнение 1. Доказать, что при каждом n Е N верны 
равенства: 

1) 1· 2 + 2·5 + ... + II(3n -1) = n 2
(" + 1). 

2) 12 +32 + ... +(2n-l)2 =11(4112-1). 
3 

3) 1· 2 + 2·3 + 3.4 + ... + (11 -1)11 = (n -1)11(11 + 1) . 
3 

4) 13 + 23 + з3 + ... + 113 = ( 11("2+ 1) У . 
5) 1.22 + 2. з2 + ... + (11 -1)112 = 11(,,2 -1)(311 + 2) . 

12 
1 1 1 11 

6) -+-+ ... + = 
1· 3 3·5 (211 -1)(211 + 1) 2n + 1 

1 1 1 11 
7) -+-+ ... + ---

1·55·9 (411-3)(4n+l) 411+1 

8) (1-~)(I-!)"" ,(1- 1 ) =~. 
4 9 (n + 1)2 2n + 2 

Упражнение 2. Доказать, что при любом 11 Е N : 
1) "(2n 2 

- 3n + 1) кратно 6. 
2) 62"-2 +3>1+1 +з,,-1 делится на 11. 
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3) 11"+1 + 122'-1 делится нацело на 133. 
4) n 3 

- n кратно 5. 
1 1 1 

5) --+--+···+-->1. 
n + 1 n + 2 3n + 1 

Упражнение 3. Доказать справедливость следующих 
неравенств для всех натуральных n > 1. 

1352n-l 1 
1) 2·4·"6····· ----z,;- < JЗn+i. 

1 1 1 13 
2) --+--+ ... +->-. 

n+l n+2 2n 24 
1 1 

3) -гп < 1+-+··· +- < 2-Гп. 
J2 -гп 

n 1 1 1 
4) -<l+-+-+···+--<n. 

2 2 3 2"-1 
4n 

5) (2n!) > _(n!)2 . 
n+ 1 

Упражнение 4. Доказать, что при любом натуральном 
n > 2 верно неравенство 

2"n!<n". 
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ГЛАВА VI. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
АНAJIИЗ 

§ 19. Взаимное расположение точек n- MepHoro 
пространства R n 

19.1. Понятие 11- мерноro координатноro пространства. 
Точки в n - мерном координатном пространстве. 

Расстояние между точками 

Рассмотрим n- мерное (ариФметическое) простран-

~ ство R n
• Элементы этого пространства в математике 

трактуются двояко: с одной стороны, их рассматривают 

как (арифметические) векторы с координатами 

Хр Х2 , ••. ,Хп , С другой стороны - как точки с координатами 

X 1,X2"",Xn • Читатель уже знаком с первой трактовкой из 

линейной алгебры (§ 7, часть 1, [1]). Ниже в основном 
будем пользоваться второй трактовкой. 

Для дальнейшего изложения нам будет необходимо 

ввести понятие точки в n - мерном пространстве R n
• 

Упорядоченная сщюкупность n действительных чисел 
I Хр Х2 ,· .. ,Х" называют n- мерной точкой M(X I ;X2 ; ... ;x,,), а 

сами числа Хр Х2 , ... ,Х" - координатами точки М. 

Множество всех n - мерных точек составляет n - мер

ное координатное пространство R". 
Например, А(2; -3; 5; 1; 4) и В(I; -12; -JЗ; 5,6; 1) 

являются точками R 5
, а с(з) , п(Л) и Е(О) - точки R 1 И 

Т.д. 

Одной из фундаментальных характеристик взаимноrо 
расположения точек пространства является расстоЯ'ния 

между ними. Расстояние или метрику в пространстве R" 
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вводят по разному (см. [2]) . Наиболее распространенной 
является следующая (так называемая евклидова) метрика: 

Расстоянием между любыми двумя точками М(х"х" .... х.) 

и N(Yl;Y2;"';Y,.) пространства R~ называют число 

p(M,N)=~(Xl- уУ +(Х2 - У2)2 + ... +(Х" - yJ2 = 

= ±(х, - уу. 
(1) 

;:::1 

Формула (1) обобщает расстояния между точками в 
аналитической геометрии для n = 1,2,3. 

Через О обозначают точку с нулевыми координатами 

0(0;0; ... ;0) - начало координат. Тогда имеем 

р(м,О) = ~tx,2 . 
Пример. Определить расстояние между точками А(3;8) 

и В(-5;14). 
Решение. Воспользовавшись формулой (1), получим 
p{A,B)=~(-5-3)2 +04-8)2 =-164+36 =10. 

Аксиомы (или свойства) расстояния в n - мерном про-
странстве R": 

1°. p(M,N)'C.O, p(M,N)=O~M=N; 
2°. p(M,N)= p(N,M); 

3". р(м, N) ~ p{M,L)+ p(L, N) (неравенство треуголь
ника) 

для всех M,N,L Е R". 
При всяких обобщениях понятия расстояния обычно 

стараются сохранить эти свойства. 

Если даны две точки M(X1;X2 ; ... ;x.) и N(J\;Y2;"';Y,.} в 
пространстве R", то можно рассмотреть вектор 

--> 

MN=(YI-Хl'У2 -Х2 ,· .. ,У" -хJ. 
--> 

При этом длина вектора MN совпадает с расстоя-

нием p(M,N), T.e.\MN\ = p(M,N). 
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Вектор ОМ, где 0(0;0; ... ;0), называют радиусом-векто
ром ТО11КИ М. 

Замечание. В дальнейшем элементы ПРОСтРанства R n 

будем называть точками или векторами в зависимости ОТ 

ТОГО, какая трактовка для вводимых нами понятий будет 

более удобной. 
Располагая понятием «расстояния между двумя точ

камю>, мы можем определить в ПРОСтРанстве R n 
ряд дру

гих понятий. 

19.2. Внутренние точки. Открытые множества 
в пространстве R n 

Шаром радиуса т в пространстве R n 
с центРОМ в точ

ке А Е R" называется следующее множество точек про
странства R n

: 

S,(A) = {Х: X(X 1;X2 ; ... ;XJE R n
, р(х,А)<т} 

или то же самое 

S,(A) = ~: X(X1 :X2 ; ... ;XJE R", ±(Х; -аУ < т 2 }. 
;=1 

Шар в R 1 есть интервал (а-т, а+т), шар в R 2
_ мно-

жество (х) -a1)2 +(Х2 -а2 )2 <г
2 • 

Пусть tY!:) есть множество точек в пространстве R n
• 

Точка Х о Е tY!:) называется внутренней точкой множества 

tY!:), если существует S..cXo) с tY!:), Т.е. точка ХО принад
лежит множеству ~ вместе с некоторым шаром с цен

тром в точке Хо ' 

Совокупность всех внутренних точек множества tY!:) 
называется его внутренностью и обозначается inttY!:). Оче
видно, int tY!:) с tY!:). Если int tY!:) = tY!:), Т.е. все точки мно

жества tY!:) ВнутРенние. то множество ()!) называется от

крытым в пространстве R n
• Пустое множество считается 

открытым по определению. 

Пример 1. Шар в ПРОСтРанстве 
ство. 
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этому сушествует шар S&(A) с '1a' Тем более, S&(A) с Q. 
Итак, А - внутренняя точка множества '1. В силу произ
ВОЛЬНОС1И точки А множество '1 - открытое. 

Докажем 3). Пусть '1 = П'1i' где '1/ - открытыIe МНО-
;=1 

жества. Возьмем любую точку А Е '1. Тогда А Е '1/ при 
; = 12, .... n. Так как множества '1i - открытые, то сущест

вуют шары S&, (А) С '1/. 
Пусть S = miПSi • Тогда SJA) с '1/, i = 1,2, ... ,n. Поэтому 

1::;:1.:. ," 

И, следовательно, '1 есть открытое множество. 

19.3. Предельные точки. Замкнутые множеС1Ва в про
странстве R" 

Окресmос1ЪЮ точки Ха Е R" будем называть любое 

множество О(Хо ), для которого точка Ха является BнyI'
ренней. Например, шар S..(Xo) является окреСТНОС1ЪЮ 

(шаровой) точки Ха' 

Точка Ха называется предельной точкой· мншкеС'IВа 

iY!:) с R". если в любой окрестности точки Ха есть точки 

множества iY!:), отличные от точки Хо. Предельная точка 
множества tY!:) может принадлежать множеству iY!:), а 

может и не принадлежать. 

Примеры предельных точек. 

1. Множество раuиональных чисел вида {i}, где 
k = 1,2,3, ... , имеет предельную точку О, не принадлежащую 
ему. 

2. Множество целых чисел Z предельных точек не 
имеет . 

• в МlIтематической: литературе иноrДII наЗЫВllется точкой НIIКОIIления. 
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3. Множество рациональных чисел ~ на отрезке [0;1] 
имеет в качестве множества предельных точек все точки 

отрезка [0;1], из них рациональные принадлежат множе
ству ~, иррациональные - нет. 

4. Все точки интервала (а,Ь) будут его предельными 

точками. Концы интервала а и Ь - тоже его предельные 
точки, но концы не принадлежат интервалу. 

Точка множества t)!), не являющаяся предельной 

точкой множества t)!), назыаетсяя изолированной точкой 
множества t)!). Если ХО есть изолированная точка мно
жества t)!), то существует такая окрестность О( Х о), в ко

торой нет точек множества t)!), отличных от точки ХО. 
Каждая точка множества t)!) является или предельной 
точкой множества t)!), или изолированной точкой мно
жества t)!). 

Прнмер 2. Рассмотрим множество 

~={Х'l<ХS2}v{з}v{--i-, kEN}C:R1
• 

Точка О является предельной, поскольку любая окре
стность, содержащая О, содержит по крайней мере одну 

точку {- ~}. Все точки из отрезка [1;2] будут предель
ными точками, поскольку любая окрестность содержа
щая точку из (1;2] содержит по крайней мере одну точку 
из ~ (отличную от рассматриваемой, если она принад

лежит (1;2]). Предельные точки О и 1 не принадлежат 
множеству ~. 

Любая из точек {- ~} и 3 может быть заключена в 
окрестность, в которой из множества ~ содержится 

ЛИIIIЬ одна эта точка. По определению точки {-i} и 3 

являются изолированными точками множества ~. 
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Множество ~ с R" называется замкнутым, если оно 

содержит все свои предельные точки. Например, отрезок 

[а,Ь] замкнуг в R 1
, а интервал (а,Ь) не является замкну

тым множеством в R 1
• 

Множество, которое получается, если присоединить к 
множеству ~ все его предельные точки, называется за

мыканием ~ и обозначается через ~. 

Пример 3. Рассмотрим множество ~ из примера 2. 
Множество ~, являющееся замыканием множества ~, 

определяется следующим образом: 

~={Х:lS;ХS;2}u{о.з}u{-i, kEN}. 
Теорема 2. Для того чтобы множество ..5 в простран

стве R" БЬDIО за мкнугым, необходимо и достаточно, что
бы его дополнение R" \..5 бьmо открытым. 

Доказательство. Необходимость. Пусть множество 

..5 с R" содержит все свои предельные точки. Докажем, 

что его дополнение Q = R" \..5 есть открытое множество. 
Если это не так, то существует точка А Е Q, не являю
щаяся внутренней точкой множества Q. Тогда в любой 
окрестности О(А) точки А есть точки, не принадлежа

щие Q, т.е. принадлежащие множеству ..5. Поэтому А 
есть предельная точка множества ..5. Так как ..5 замк
нуто, то А Е -S. с другой стороны, А Е Q = R" \..5, следо
вательно, А fl-S. Полученное противоречие доказывает, 
что все точки Q = R" \..5 - внутренние, т.е. Q - открытое 

множество. 

Достаточность. Пусть теперь R" \..5 = Q - открытое 

множество. Покажем, что ..5 замкнуто. Пусть А - пре

дельная точка ..5. Предположим, что А fl ..5. Тогда А Е Q, 
а так как Q - открытое множество, то найдется ок

рестность O(A)cQ. Но тогда O(A)n~=g и, следова

тельно, А не может быть предельной точкой множества 
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..5. Поэтому множество ..5 содержит все свои предельные 
точки, т.е, ..5 замкнуго. 

Теорема 3. 3амкнугые множества обладают следую
щими свойствами: 

1) все пространство R n и пустое множество (3 замк
нугы; 

2) пере сечение любого множества замкнутых мно
жеств замкнуго; 

3) объединение конечного числа замкнугых множеств 
есть замкнугое множество. 

Доказательство. Свойство 1) очевидно, так как R" и 
(3 являются друг для друга дополнениями и OTKPbIThI. 

Докажем 2). Пусть ..s = n..5a' где ..5а - замкнугые 
аЕ!'. 

множества. В силу закона двойственности (легко прове
ряемого) 

R" \..5 = U(R" \ ..5а)· 
аЕА 

Однако в силу теоремы 2 множества R" \..5а открыты 

как дополнения замкнугых множеств. Их объединение 

R n \..5 есть открытое множество. В силу той же теоремы 
2 множество ..5 замкнуго. Столь же просто доказывается 
и свойство 3). 

19.4. Компакт в пространстве R" 

Множество t)'!J в пространстве R n называется огра

ниченным, если существует положительное число т та

кое, что расстояние p(X,Y):s::m для любых точек Х и У 
множества tY!:J. 

Теорема 4. Объединение двух ограниченных мно

жеств - ограниченное множество. 

Доказательство представляется читателю. 

Объединение конечного числа ограниченных мно

жеств пространства R" - ограниченное множество. 

Ограниченное замкнугое множество в пространстве 

R n называется компактом в R". 
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На первых порах это определение примем за опреде

ление компакта в R". Но в дальнейшем, после определе
ния сходимости последовательности точек в простран

стве R", приведем то определение компакта, которое 

принято в математике. 

19.5. Граница множества в ПРОС'I}Jанстве R" 

Точка А ПРОС1ранства R" называется граничной точ
кой множ.еС'IВа t}!) с R", если в любой окрестности точки 
А есп. как точки, принадлежащие множеству I)'!}, так и 
точки, не принадлежащие множеству t}!). 

Граничная точка А множества t}!) может не принад
лежаTh множеству I)'!}. 

Совокупность всех граничных точек множества t)!J 
называется границей множ.еС'IВа t}!) и обозначается как 
<»!). Например, 

д(а,Ь)={а,Ь}, д[а,Ь] = {а,Ь}; a,bER1
; 

д{Х: р(Х,А)<8 Х Е R"}= {Х: р(Х, А) = 8 Х Е R"}. 
Каждая точка множества является либо его виyrpeн

ной точкой, либо граничеой точкой, при этом множество 
может не содержаTh все или некоторые граничные точки: 

t)t) с int t)t) v C»!J . 
Каждая точка замыкания t}!) множества tY!:J также 

является либо внутренней, либо rpаничной точкой са
Moгo множества t}!), но его замыкание t}!) содержит в 
себе уже все граничные точки множества: ~ с t}!). По
этому 

tY!:J = int t)!) v д)'!:) . 
Справедливо, конечно, и равенство 

t)!J = t)t) v <»!), 
но в нем слагаемые правой части равенства, вообще 

говоря, пересекаются. Они не пересекаются тогда и 

только тогда, когда множество t}!) является ОТКРЫThIМ. Б 
самом деле, если множество открыто, то каждая его ТОЧ-
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ка является внугренней и, тем самым, не принадлежит 

его границе. 

Замечание. Нетрудно заметить, что: 
1) если предельная точка множества tY!J не принадле

жит этому множеству, то она является граничной точкой 

множества tY!J; 
2) изолированная точка множества всегда является 

его граничной точкой. 

19.6. Прямые, лучи и отрезки в пространспе R" 

в предьщущих пунктах мы рассмотрели только такие 

объекты в R n
, при исследовании которых используются 

лишь свойства расстояния. Такая метрическая геометрия 
не достаточно содержательная. В ней есть точки, шары, 
но нет прямых, плоскостей и т. д. 

Введем в R" некоторые, не связанные с метрикой 

объектыI' как прямые, лучи и отрезки. 

Прямой в R", проходящей через точки А(а!;а2 ; ... ;а,,) и 
В(Ь!;Ь2 ; •.• ;Ь,,), будем называть следующее множество точек 

{Х: Х Е R" Х, =tai +(l-t)bi , t Е R!, i = 1,2, ... ,n}. 
Лучом с вершиной в точке А в направлении 

I 

L = (1" 12''''' 1,,) , где 112 + 1~ + ... + 1: = 1 назовем множество 
{X:XER" xi=aj+tlj , O:::;t:::;+oo, i=1,2, ... ,n}. 

Otpeзком, соединяющим точки A(al ;a2 ; ... ;a,,) и 

В(Ь!;Ь2 ; ... ;Ь,.), назовем множество 

{X:XER" Х! =tai+(l-t)bj> 0:::;t:::;1, i=1,2, ... ,n}. 

Множество точек в R" называется выпуклым, если 
вместе с любыми двумя своими точками оно содержит 

отрезок, который эти точки соединяет. 

Ниже введем понятие выпуклой линейной комбина
ции точек и с помощью этого понятия дадим другое эк

вивалентное определение выпуклого множества. 
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Пусть на плоскос1И R 2 заданы две точки: ~(x:,x~) и 
А2 = (X1

2 
, x~), определяющие прямолинейный направлен

Hый отрезок Al~' 
Точка А, дЛЯ которой вьmолняются условия 

А = ~~ + ,,12А2 , (1) 
~2::0,,,122::0,~+,,12=1. (2) 

называется выпуклой линейной комбинацией точек ~ и 

А2 • При ~ = 1 и ,,12 = О точка А совпадает с КОIЩом отрезка 

~ И при ~ = о и ,,12 = 1 с КОlЩом отрезка А2 • Точки ~ и 

А2 называются уrловыми или крайними точками отрезка 

~A2' 
Из определения выпуклой линейной комбинации то

чек очевидно, что угловая точка не может бьnъ представ

лена как выпуклая линейная комбинация двух других то
чек отрезка. Соотношения (1) и (2) верны независимо от 
размернос1И пространства. 

Пусть имеется n точек Ар А2 , ... ,А •. Точка А - выпук-

лая линейная комбинация, если выполняются условия 

А = ~Al +,,12А2 + ... +,,1nА., 

и = 1,2, ... , n), 

Множество точек в R n называется выпуклым, если оно 
вместе с любыми двумя точками содержит и их произволь
ную вьrnуклую линейную комбинацию. Геометрический 

смысл этого определения состоит в том, что множеству 

вместе с его двумя произвольными точками полноcrью 

принадлежит и прямолинейный отрезок, их соединяющий. 

Примерами вьrnуклых множеств служат прямолиней -
ный отрезок, прямая, полуплоскос1Ъ, кpyr, шар, куб, полу

пространство и др. 

Уl'ловыми точками выпуклого множества называются 
точки, не являющиеся выпуклой комбинацией двух раз
личных точек множества. Например, угловыми точками 
треугольника являются его вершины, угловыми точками 

круга-точки окружности, которая его оrpаничивает. Таким 

25 



образом, выпуклое множество может иметь конечное и 

бесконечное число угловых точек. Прямая. плоскость. по
луплоскость, ПРОС'!ранство, полупространство угловых то

чек не имеют. 

Выпуклым мвоrоyroльииком называется выпуклое замк
нутое ограниченное множество на плоскости, имеющее 

конечное число угловых точек. Угловые точки много
угольника называются его вершинами, а отрезки. соеди

няющие две вершины и образующие его границу,- сторо

нами многоугольника. Опорной прямой выпуклого много
угольника называется прямая, имеющая с многоугольни -
ком по одну сторону от нее, хотя бы одну общую точку. 

Выпуклым многогранником называется выпуклое замк
нутое ограниченное множество трехмерного пространства, 

имеющее конечное число угловых точек. Угловые точки 
многогранника называются его верmинами; многоуголь

ники, ограничивающие многогранник, - гранями; отрезки 

по которым они пересекаются, - ребрами. Опорной плоско
стью многогранника назьmается плоскость, имеющая с 

многогранником, расположенным по одну от нее, хuтя бы 
одну общую точку. 

Теорема 5 (теорема Крейна - Мильмана). Замкнутый, 

ограниченный, вьrnуклый многогранник является вьшук

лой линейной комбинацией своих угловых точек. 
Доказательство. Рассмотрим многоугольник, имею

щий n вершин. Сначала докажем, что любая точка тре
угuльника удовлетворяет теореме .. Б треугольнике ~A2~ 
(рис.2) возьмем произвольную точку А и через нее про

ведем отрезок ~A4' Так как А принадлежит отрезку 

A1A4 , то она - выпуклая линейная комбинация его кон

цов. Т.е. 

A=f1~ +/4A4• t1 20. 1420, 11 +/2 =1. (3) 

Точка А( принадлежит отрезку A2~' следовательно, 

является вьшуклой линейной комбинацией его концов, 
Т.е. 
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~------_ ...... ' ).. Al I 

Рис. 2 

А4=t2А2+tзАз, t2 20, tз 20, t 2 +t1 =1. (4) 
Проставляя (3) в (4), получаем 
А =tl~ +t4(t2~ +tз~)=tlАl +t2t 4A2 +tзt 4Аз · 
Полагая t1 =~. t 2t4 =~, tзt4 = Аз, окончательно 

имеем 

А = л,А\ + ,1,2А2 + АзАз • 

л,2~ ~2~ ~2~ л,+~+Л;=L 

Т.е. А выпуклая линейная комбинаиия вершин 

~,A2'~' Если положить. например, ,1,,=0, то это озна

чает, что точка А совпадает с точкой А4 И лежит на сто
роне ~~. в этом случае выпуклая линейная комбина

иия для точки имеет вид 

А = О· А\ + л2А2 + Аз~ = А,2А2 + А,Аз , 

~ = О, А,2 2 О. А, 2 О, А,2 + Аз = 1. 
В выпуклом многоугольнике, имеющем n веришн 

(n > 3), возьмем произвольную точку А. С помощью диа
гоналей, проведенных из одной вершины, разобьем мно
гоугольник на (n - 2) треугольников; тогда точка А попа
дает в один из них. Без ограничения общности можно 

положить, что она попала в треугольник A\~~. Тогда, 

как уже доказано, точка А - выпуклая линейная комби

наиия трех вершин: А = ~~ + ЛzА2 + Аз~. Добавляя к пра
вой части этого соотношения остальные n - 3 вершины, 

умноженные на нуль, окончательно получаем 
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А, ~O () = 1.2 .... ,n), IA j = 1. 
j=] 

Т.е. точка А - выпуклая линейная комбинация угловых 
точек многоугольника. 

Кривая в R" задается параметрическими уравнениями 
x/=rp/(t), аs,ts,fЗ. i=1,2, ... ,n, 

где rp, (t), i = 1,2, ... , n суть непрерывные Функции на от-

резке [а,Ь]. 

Множество i\'!) с R- называется связанным, если лю

бые точки можно соединить кривой Г, лежащей в мно

жестве t}!) с R" . 

Открытое и связанное множество в пространстве R" 
называют областью. Замыкание области называют замк
нутою областью. 

Кривая пространстве R", являющаяся объединением 
конечного числа отрезков, называется ломаной в R". 

Ключевые слова и словосочетаНIIJI 

Точка в n - мерном пространстве R", n - мерное коор

динаmое пространство R", расстояние между любыми 

двумя точками, шар в пространстве R", внутренняя точка, 
внутренность множества, опрытое множество в простран

стве R", окрестность точки, предельная точка - точка на

копления множества, изолированная точка множества, 

замкнутое множество в пространстве R", замыкание мно
жества, ограниченное множество, компакт в пространстве 

R", прямые, лучи, отрезки в пространстве R", выпуклое 
множество, выпуклая линейная комбинаЦIIJI точек, yr
ловые или крайние точки, связанное множество, область, 

замкнутая область, ломанная в пространстве R". 
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Вопросы ДЛЯ самопроверки 

1. Что называется n- мерной точкой в пространстве 

R It ? 
2. Что такое n- мерное координатное пространство 

R"? Как называются элементы этого пространства? 
3. Что называется расстоянием между любыми двумя 

точками пространства R"? 
4. Приведите аксиомы (свойства) расстояния. 
5. Что называется шаром в пространстве R"? 
6. Что называется внутренней точкой множества? 
7. Что называется внутренностью множеств? 
8. Что называется открытым множеством в про

странстве R H ? 
9. Какими свойствами обладают открытые множе

ства в пространстве R"? 
10. Что называется окрестностью точки? 
11. Какая точка называется предельной точкой (или 

точкой накопления) множества? 
12. Что называется изолированной точкой множе

ства? 

13. Какое множество в пространстве R" называется 
замкнутым? 

14. Что называется замыканием множества? 
15. Приведите необходимое и достаточное условие 

замкнутости множества в пространстве R". 
16. Какими свойствами обладают замкнутые множе

ства в пространстве R"? 
17. Какое множество называется ограниченным в 

пространстве R" ? Какие свойства ограниченных мно

жествы знаете? 

18. Какое множество называется компактом в про
странстве RIt? 

19. Что называется граничной точкой множества из 
пространства R"? 

20. Что называется границей множества? Может ли 
точка быть одновременно внутренней и граничной точ-
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кой какого-то множества? Может ли точка быгь одно
временно не внутренней и не граничной точкой этого 

множества? 
21. Может ли граничная точка множества: а) быть 

предельной точкой этого множества; б) не быть предель
ной точкой этого множества? 

22. Что называется прямой в пространстве R n ? 
23. Какое множество называется лучом? Что называ

ется отрезком? А ломанной? 
24. Что назьmается вьmуклым множеством? 
25. Что назьmается выпуклой линейной комбинацией 

точек? 
26. Какая точка называется угловой или крайней 

точкой? 

27. Что называется вьmyклым многоугольником? 
28. Что назьmается вьmyклым многогранником? 
29. Приведите теорему Крейна - Мильмана и про

комментируйте ее. 

30. Какое множество называется связанным? 
31. Какое множество называется областью? Что на

зывается замкнутой областью? 

Задачи для самостоятельноrо решения 

1. Показать, что пере сечение бесконечного множества 
открытых множеств может не быть открытыIM множест
вом. 

2. Показать, что t}'!) - замкнутое множество. 

Зада.и 3-4 рекомендуется решать после знаКОМС1Ва с 
теорией сходимости точек в R". 

3. Показать, что множество в пространстве R" замк
нуто тогда и только тогда, когда оно содержит пределы 

всех СХОДЯIЦИхся последовательностей своих точек. 

4. Показать, что неограниченное множество в про

странстве Rn не может быть компактом. 
5. Показать, что сфера S;-'(А)={х,ХЕR", р(х,А)=с} яв

ляется замкнутым множеством. 
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6. Доказать, что для того чтобы множество t)'!:J с R~ 
было замкнугым, необходимо и достаточно, чтобы 

~ct)'!:J. 

7. Показать, что шар в R" есть выпуклое множество. 
8. Доказать, что открытое множество в R~ будет обла

стью в том и только в том случае, когда любые две его 

точки можно соединить ломаной. 

§ 20. Сходим осп. последовательности точек 
в пространстве Rn 

20.1. Последовательности n-мерных точек 

Если каждому натуральному числу k по некоторому 

закону поставлена в соответствии определенная n-мер

ная точка X k , то говорят, что задана бесконечная после-

довательность n -мерных точек. 
В этом случае последовательность записывают в виде 

Хр Х2 ,,,.,Хк ,... или кратко {XJ, при этом точки 
ХрХ2 ,.",Хк ,... называют членами или элементами этой 

последовательности, k - номером члена X
k

• 

Например, если каждому натуральному числу k ста-

вится в соответствие точка Xk(~' k 2
), то задана по

k+l 
следовательность двумерных точек: 

x{l, lJX2(~' 4Jхз(%, 9 J""Xt(k :1' k2 

} .... 

Последовательность одномерных точек называют чи
словой последовательностью. Таким образом, числовую 
последовательность считают заданной, если указан закон, 

по которому каждому натуральному числу k ставится в 

соответствие определенное число Хк • 

Очевидно, что числовая последовательность - это 
функция, область определения которой есть множество 
N всех натуральных чисел; множество значений этой 
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функции, совокупность чисел Xk' k Е N, называется мно
жеством зна-.ениЙ числовой последовательности. 

Множество значений последовательности может быть 
как конечным, так и бесконечным, в то время как мно
жество ее элементов всегда является бесконечным: лю
бые два разных элемента последовательности отличаются 

своими номерами. 

Например, множество значений последовательности 
{(_l)k} состоит из двух чисел 1 и -1, а множество значе
ний последовательности {k 2

} и {l/ k} бесконечны. 
Последовательность может быть задана с помощью 

формулы, позволяющей вычислить каждый член после
довательности по его номеру. 

Н ~nk+l ~ -
апример, если X k = 2 ' то каждыи нечетныи 

член последовательности равен О, а каждый четный член 
равен 1. 

Иногда последовательность задается рекуррентной 
формулой, позволяющей находить члены последователь
ности по известным предьщущим. При таком способе за

дания последовательности обычно указывают: 
1) первый член последовательности Х, ( или не-

сколько членов, например, Х"Х2 ); 
2) формулу связьmающую k - й член с соседними (на

пример, с (k-l)-M и (k+l)-M членами). 
Так, арифметическая прогрессия с разностью d и 

геометрическая прогрессия со знаменателем q =F- О зада

ются, соответственно, рекуррентными формулами 

аН1 = ak + d, bk +1 = bkq. 

Зная первые члены этих прогрессий а1 И Ь1 , можно 

получить формулы ДЛЯ (k + 1) - Х членов прогрессий: 

ak+l =а, +kd, bk +, =b,qk, kEN. 

Рекуррентной формулой 

X
k 

= X
k

_, + X
k

_
2

, k Е Н, k г 3 
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   HistoryItem_V1
   Shuffle
        
     Group size: 420
     Shuffle type: Normal, or perfect bound
     Rule: 1> 3< 5> 7< 9> 11< 13> 15< 16< 14> 12< 10> 8< 6> 4< 2> 17> 19< 21> 23< 25> 27< 29> 31< 32< 30> 28< 26> 24< 22> 20< 18> 33> 35< 37> 39< 41> 43< 45> 47< 48< 46> 44< 42> 40< 38> 36< 34> 49> 51< 53> 55< 57> 59< 61> 63< 64< 62> 60< 58> 56< 54> 52< 50> 65> 67< 69> 71< 73> 75< 77> 79< 80< 78> 76< 74> 72< 70> 68< 66> 81> 83< 85> 87< 89> 91< 93> 95< 96< 94> 92< 90> 88< 86> 84< 82> 97> 99< 101> 103< 105> 107< 109> 111< 112< 110> 108< 106> 104< 102> 100< 98> 113> 115< 117> 119< 121> 123< 125> 127< 128< 126> 124< 122> 120< 118> 116< 114> 129> 131< 133> 135< 137> 139< 141> 143< 144< 142> 140< 138> 136< 134> 132< 130> 145> 147< 149> 151< 153> 155< 157> 159< 160< 158> 156< 154> 152< 150> 148< 146> 161> 163< 165> 167< 169> 171< 173> 175< 176< 174> 172< 170> 168< 166> 164< 162> 177> 179< 181> 183< 185> 187< 189> 191< 192< 190> 188< 186> 184< 182> 180< 178> 193> 195< 197> 199< 201> 203< 205> 207< 208< 206> 204< 202> 200< 198> 196< 194> 209> 211< 213> 215< 217> 219< 221> 223< 224< 222> 220< 218> 2
      

        
     420
     1
     1
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